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Preklopi med topolo²kima fazama v neurejenem
Su-Schrieer-Heegerjevem modelu
Izvle£ek
V delu obravnavamo neurejen Su-Schrieer-Heegerjev model. V takem sistemu lahko
med topolo²kima fazama prehajamo tudi s spreminjanjem jakosti nereda. Kriti£na
to£ka tega prehoda je zaznamovana z delokalizacijo stanja z energijo ni£, v njeni
okolici pa se nahaja ²iroko obmo£je brez energijske reºe. Glavnina dela je posve-
£ena prou£evanju po£asnih preklopov Hamiltonjana preko omenjene kriti£ne to£ke.
Med preklopom se pojavijo ekscitacije v prevodnem pasu, katerih ²tevilo skalira kot
poten£na funkcija hitrosti preklopa z logaritemskim popravkom. Poten£no odvi-
snost opazimo tudi pri skaliranju energij najvi²je vzbujenih elektronov s hitrostjo
preklopa. Pri dovolj po£asnih preklopih se pojavi univerzalna £asovna odvisnost ²te-
vila ekscitacij od £asa. Delo zaklju£imo s podrobnej²o analizo posameznih ekscitacij
in ugotovimo, da preklopljeno stanje praviloma preide v le dve stanji v prevodnem
pasu.
Klju£ne besede: topolo²ki izolator, model SSH, nered, Andersonova lo-
kalizacija, preklop.

Quenches Between Topological Phases in a Disordered
Su-Schrieer-Heeger Model
Abstract
We consider a disordered Su-Schrieer-Heeger model. In such a system a transition
between topological phases is also possible by changing the strength of the disorder.
The critical point of this phase transition coincides with the delocalization of the
zero energy state, while in its neighbourhood we observe a wide area without the
energy gap. The main part of our work is devoted to the study of slow Hamiltonian
quenches over the previously mentioned critical point. During the quench, excita-
tions in the conduction band appear with their number scaling as a power law of the
quench speed with a logarithmic correction. A power law scaling is also observed in
the dependence of the highest excited electrons' energies on the quench speed. For
slow enough quenches we nd universal dependence of the number of excitations on
time. We conclude with a detailed analysis of individual excitations and notice that
the quenched state generally transitions to only two states in the conduction band.
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e dalj £asa je znano, da lahko zikalne sisteme v ziki trdne snovi klasiciramo
na prevodnike in izolatorje, odvisno od obstoja energijske reºe med zasedenimi in
nezasedenemi nivoji v spektru Hamiltonjana. V zadnjih desetletjih pa so razisko-
valno popularni posebni tipi izolatorjev - topolo²ki izolatorji [1, 2]. Te lahko nadalje
klasiciramo v razli£ne topolo²ke faze, katerih ureditveni parameter je celo²tevilska
topolo²ka invarianta. Ti materiali so zanimivi, ker se topolo²ke invariante ne spremi-
njajo med adiabatnimi transformacijami, kar pomeni, da so topolo²ke faze robustne:
zvezne transformacije, ki ne zaprejo energijske reºe in ohranjajo pomembne sime-
trije modela, ne morejo povzro£iti prehoda med topolo²kimi fazami. V topolo²kih
izolatorjih ima pomembno vlogo rob materiala, kjer se za razliko od obi£ajnih ma-
terialov pojavijo netrivialna robna stanja. Kljub temu, da se v notranjosti material
obna²a kot izolator, so namre£ lahko na robu prisotna prevodna stanja, katerih ²te-
vilo je preko tako imenovane korespondence notranjost-rob povezano s topolo²ko
invarianto topolo²kega izolatorja. Iz robustnosti topolo²ke invariante sledi tudi ro-
bustnost prevodnih robnih stanj, kar pomeni, da lahko rob topolo²kega izolatorja
predstavlja dober prevodnik, £eprav so v materialu prisotne ne£isto£e. Topolo²ki
zikalni sistemi so nasploh popularna raziskovalna tema, saj temelji ena izmed naj-
bolj raz²irjenih idej za izgradnjo kvantnega ra£unalnika na topolo²kih kubitih, ki jih
topolo²ka narava ²£iti pred dekoherenco [3].
V tem delu se bomo posvetili enodimenzionalnemu topolo²kem izolatorju z ne-
£isto£ami (neredom). Prisotnost nereda lahko lastnosti obravnavanega sistema bi-
stveno spremeni: znano je na primer, da se lahko ºe pri zelo majhnem neredu vsa
lastna stanja lokalizirajo [4]. Povedali smo ºe, da so sicer topolo²ke faze robustne
na ne£isto£e v materialu, vendar to velja le, ko te niso premo£ne. Ko so premo£ne,
preide sistem v trivialno fazo. Osredoto£ili se bomo na preklop Hamiltonjana preko
take kriti£ne to£ke. S tem imamo v mislih £asovni razvoj stanja s £asovno odvisnim
Hamiltonjanom, saj bomo jakost nereda s £asom pove£evali. Za£eli bomo s stanjem
v topolo²ki fazi in s pove£evanjem jakosti nereda kon£ali v trivialni fazi. Zaradi
kon£ne hitrosti preklopa in zapiranja energijske reºe v okolici kriti£ne to£ke se pri
tem v prevodnem pasu pojavijo ekscitacije. Glavni cilj dela je raziskati skaliranje ²te-
vila ekscitacij v odvisnosti od hitrosti preklopa. Motivacija za to je Kibble-Zurekov
mehanizem [5], ki predvideva poten£no skaliranje in potenco poveºe s kriti£nimi ek-
sponenti faznega prehoda. Kibble-Zurekov mehanizem sicer primarno opisuje pre-
klope med navadnimi (torej ne topolo²kimi) fazami, kjer pride pri faznem prehodu
do zloma simetrije, vendar so raziskave [6, 7, 8] pokazale, da se podobno obna²anje
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pojavi tudi v topolo²kih sistemih.
V naslednjih dveh poglavjih bomo predstavili potrebno teoreti£no predznanje
za razumevanje obravnavanega modela. Za£eli bomo z najenostavnej²im modelom
topolo²kega izolatorja - Su-Schrieer-Heegerjevim (SSH) modelom [9]. Ta nam bo
kljub svoji preprostosti dal vpogled v nekaj znanih lastnosti topolo²kih izolatorjev.
Na primeru modela SSH se bomo, na primer, seznanili s konceptom topolo²kih faz in
adiabatskih deformacij. V nadaljevanju bomo pogledali ²e teorijo zikalnih sistemov
z neredom, kjer bomo spoznali pojav Andersonove lokalizacije.
V £etrtem poglavju bomo predstavili model neurejenega enodimenzionalnega
topolo²kega izolatorja, ki bo osrednji predmet raziskave v tem magistrskem delu.
Najprej si bomo ogledali fazni diagram takega modela, potem pa preu£ili ²e njegov
spekter. Zatem bomo predstavili ²e numeri£no metodo za izra£un £asovnega razvoja
elektronskih stanj, ki jo bomo uporabljali pri preklapljanju.
Kon£no bomo v petem poglavju predstavili rezultate preklapljanja. Najprej se
bomo osredoto£ili na funkcijsko odvisnost celotnega ²tevila ekscitacij med prekla-
pljanjem, nato pa raziskali ²e njihovo energijsko porazdelitev, proti koncu pa si bomo





Najpreprostej²i model topolo²kega izolatorja je Su-Schrieer-Heegerjev (SSH) mo-
del, ki obravnava enodimenzionalno Bravaisovo re²etko (verigo), kjer je osnovna
celica sestavljena iz dveh mest, ki ju ozna£imo s £rkama A in B. V tem modelu
obravnavamo - kot v modelu tesne vezi - elektron, ki ska£e med najbliºjimi sosedi
na verigi. Kot je razvidno iz slike 2.1, je skakanje med mestoma v isti osnovni
celici dolo£eno s sklopitvenim parameterom v ∈ R, medtem ko je skakanje med
sosednjimi mesti iz razli£nih osnovnih celic dolo£eno s (v splo²nem razli£nim) pa-
rameterom w ∈ R. e prevedemo zgornje napisano v Hamiltonski opis, dobimo
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Slika 2.1: atomska veriga, ki ustreza modelu SSH. Svetlo in temno sivi krogi ustrezajo
mestom tipa A in B. Osnovna celica je ozna£ena z modro, £rtkano £rto. Vez med
mestoma v isti osnovni celici je ozna£ena s £rto s pikicami, medtem ko je vez med
razli£nimi osnovnimi celicami ozna£ena s £rto s pre£nimi £rtkami. Veriga na sliki je
sestavljena iz petih osnovnih celic.










(|m+ 1, A⟩⟨m,B|+ h.c.) , (2.1)
kjer |m,α⟩ = |m⟩ ⊗ |α⟩, z m = 1, .., N
2
in α ∈ {A,B}, ozna£uje stanje elektrona,
ki je lokalizirano na podmreºi α v m-ti osnovni celici. tevilo vseh mest v verigi je
N , kar pomeni, da je osnovnih celic N
2
. Analogno razdelimo tudi na² Hamiltonjan
na del, ki deluje na zunanjo prostorsko stopnjo |m⟩ in na del, ki deluje na notranjo
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kjer sta σ̂x in σ̂y Paulijeva operatorja.
2.1.1 Fizika translacijsko invariantnega sistema
Za trenutek pozabimo na rob verige in se osredoto£imo na njeno notranjost. Zanima
nas torej dolg, sredinski del verige, ki prostorsko prevlada v termodinamski limiti
N → ∞. Ker zika v notranjosti materiala ni odvisna od dogajanja na robu [10],
lahko za njeno obravnavo izberemo najpreprostej²e robne pogoje - periodi£ne robne
pogoje. Tak²ni robni pogoji ustrezajo translacijsko invariantnemu sistemu, za kar
uvedimo oznako TIS. Hamiltonjan ĤTIS, ki opisuje to ziko, lahko torej dobimo iz
prej²njega Hamiltonjana, £e vanj preprosto dodamo £len w |1, A⟩⟨N/2, B| (in seveda
njegovo hermitsko konjugiranko), ki opi²e interakcijo med prvo in zadnjo osnovno
celico prvotne verige, s £imer jo transformira v periodi£no verigo. I²£emo N lastnih
stanj |Ψn(k)⟩ z energijami En(k):
ĤTIS|Ψn(k)⟩ = En(k)|Ψn(k)⟩. (2.3)
V zgornji ena£bi smo ºe zapisali energije in stanja kot funkcije Blochovega vektorja
k, saj vemo, da velja za translacijsko invariantne sisteme Blochov teorem [10], ki
pravi, da lahko lastna stanja napi²emo v naslednji obliki:
|Ψn(k)⟩ = |k⟩ ⊗ |un(k)⟩. (2.4)







kjer k zavzame N
2
razli£nih vrednosti v prvi Brillouinovi coni. Zdaj lahko deniramo
²e Hamiltonjan v recipro£nem prostoru Ĥ(k) = ⟨k|ĤTIS|k⟩, ki deluje na notranjo
prostorsko stopnjo:
Ĥ(k)|un(k)⟩ = En(k)|un(k)⟩. (2.6)
e razvijemo notranji del valovne funkcije po podmreºni bazi |un(k)⟩ = an(k)|A⟩+
bn(k)|B⟩, postane Ĥ(k) (hermitska) matrika 2× 2 in jo lahko zapi²emo kot linearno
kombinacijo Paulijevih matrik in identitete:
H(k) = d0(k)I+ dx(k)σx + dy(k)σy + dz(k)σz. (2.7)
Iz koecientov razvoja tvorimo vektor d(k) = (dx(k), dy(k), dz(k)), iz katerega bomo
dobili topolo²ke lastnosti modela. Izkaºe se, da je za model SSH dz(k) enak ni£. Ko
k prepotuje prvo Brillouinovo cono, ori²e vektor d(k) krivuljo v dvodimenzionalni
ravnini (dx, dy). Zaradi periodi£nosti funkcije d(k) mora biti ta krivulja zanka, ki jo
lahko topolo²ko klasiciramo s celo²tevilskim parametrom - ovojnim ²tevilom okoli
izhodi²£a ν [11]. Kot bo razjasnjeno s primeri, nam ovojno ²tevilo pove, kolikokrat se
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orientirana zanka "ovije" okoli izhodi²£a. Konkretno lahko z eksplicitno konstrukcijo
Hamiltonjana v recipro£nem prostoru dobimo vektor:
d(k) = (v + w cos k, w sin k, 0). (2.8)
Zanke, ki ustrezajo razli£nim izbiram parametrov v, w, lahko vidimo v drugi vrstici
na sliki 2.2. Za w < v imamo ν = 0, medtem ko w > v da ν = 1. Primer,
ko velja w = v, je poseben, saj gre v tem primeru zanka d(k) skozi izhodi²£e,
kar pomeni, da je ovojno ²tevilo okoli izhodi²£a nedenirano. V prvi vrstici je na
sliki 2.2 prikazana disperzijska relacija za vsak obravnavan primer. Dobimo jo z
diagonalizacijo Hamiltonjana v recipro£nem prostoru, kar da:
E(k) = ±
√
v2 + w2 + 2wv cos k (2.9)
Vidimo lahko, da je za primere v ̸= w prisotna kon£na energijska reºa med pre-
vodnim in valen£nim pasom, kar po deniciji ustreza izolatorju. Pri posebni to£ki
v = w, kjer je ovojno ²tevilo nedenirano, se energijska reºa zapre in sistem pre-
ide v prevodno stanje. Imamo torej dve moºni izolatorski fazi, ki se razlikujeta po
ureditvenem parameteru ν. Primeru ν = 0 bomo rekli trivialna faza, medtem ko
primer ν = 1 ustreza topolo²ki fazi. Ovojno ²tevilo je topolo²ka invarianta v na-
slednjem smislu: ohranjajo ga zvezne deformacije (homotopije) zank, ki se izognejo
izhodi²£u. Zvezen prehod med razli£nima izolatorskima fazama je torej moºen le s
prehodom skozi prevodno stanje, kar gra£no pomeni, da gre med homotopijo zanka
skozi izhodi²£e. K tej lastnosti modela se bomo kasneje vrnili v splo²nej²em smislu.
Slika 2.2: v prvi vrstici je prikazana disprezijska relacija za razli£ne kombinacije
parametrov v in w. V drugi vrstici so narisane zanke d(k) v ravnini (dx, dy). Prva
stolpca ustrezata ν = 0, zadnja ustrezata ν = 1, medtem ko gre v sredinskem zanka
skozi izhodi²£e in ν ni deniran. Vir slike: [1].
Kon£no omenimo ²e, da obstaja za ovojno ²tevilo eksplicitna formula. Ker se
zanka izogne izhodi²£u, jo lahko projiciramo na enotsko kroºnico z normiranjem
vektorja d(k): ˆ︁r(k) = d(k)|d(k)| . (2.10)
Zanima nas celotna sprememba polarnega kota∆φ tega vektorja, ko gre k preko prve
Brillouinove cone. Ker imamo opravka z zanko, mora biti ta sprememba celo²tevilski
15
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Izraz za polarni kot in njegov diferencial poznamo:
φ(k) = arctan(ˆ︁ry(k)/ˆ︁rx(k)), (2.12)
dφ(k) = −ˆ︁ry(k)dˆ︁rx(k) + ˆ︁rx(k)dˆ︁ry(k) = (ˆ︁r(k)× dˆ︁r(k))z . (2.13)














Ovojno ²tevilo lahko izrazimo tudi neposredno s pomo£jo Hamiltonjana v recipro£-
nem prostoru. V ena£bi (2.7) opazimo, da je naddiagonalna komponenta Hamilto-
njana v recipro£nem prostoru enaka h(k) = dx(k) − idy(k). e izra£unamo njen
kompleksen logaritem:



















V prej²njem poglavju smo raziskali ziko v notranjosti materiala, zdaj pa se osre-
doto£imo na lastnosti roba.
Za£nimo s preprostim primerom. Obravnavajmo spet verigo z odprtimi robnimi
pogoji in poglejmo dva skrajna primera - tako imenovani popolnoma dimerizirani
limiti, kjer enega od sklopitvenih parametrov v ali w postavimo na ni£. Posledi£no
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Slika 2.3: razli£ni popolnoma dimerizirani limiti SSH verige. Zgornja slika prikazuje
primer, ko je w = 0, spodnja pa, ko je v = 0. Dimeri, ki nastanejo, so obkroºeni z
rde£o £rto. V primeru, ko velja w = 0, je vsako mesto del nekega dimera, medtem
ko na spodnji sliki dobro vidimo mesti, ki nista dela dimerov in ustrezata robnim
stanjem.
V prvem primeru imamo w = 0, v > 0, kar ustreza trivialni fazi (ν = 0). Lastna
stanja in lastne energije so podane z:
Ĥ(|m,A⟩ ± |m,B⟩) = ±v(|m,A⟩ ± |m,B⟩). (2.17)
Lastna stanja tukaj vsebujejo mesta, ki tvorijo dimere, ki sovpadajo z osnovnimi
celicami. V drugem primeru je v = 0, w > 0, kar ustreza topolo²ki fazi (ν = 1):
Ĥ(|m,B⟩ ± |m+ 1, A⟩) = ±w(|m,B⟩ ± |m+ 1, A⟩). (2.18)
Tokrat lastna stanja vsebujejo mesta, ki tvorijo dimere, ki pa zdaj ne sovpadajo ve£
z osnovnimi celicami, ampak vsebujejo mesti s sosednjih osnovnih celic..
V trivialni fazi nam da zgornja formula vseh N stanj. Po drugi strani pa da za
topolo²ko fazo zgornja formula le N − 2 stanji. Kot lahko vidimo na sliki 2.3, sta
v topolo²ki fazi prisotni izolirani mesti na robu. Stanji, ki sta lokalizirani na teh
mestih, sta tudi lastni stanji. Ti imata energijo ni£:
Ĥ|1, A⟩ = Ĥ|N/2, B⟩ = 0. (2.19)
Ti stanji sta robni stanji. V splo²nem primeru deniramo robna stanja kot stanja, ki
so lokalizirana na robu. Ta denicija je smiselna, saj so stanja, ki ustrezajo notranjo-
sti - lastna stanja TIS Hamiltonjana - delokalizirana. Poleg tega lahko prepoznamo
17
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Slika 2.4: lastne energije v modelu SSH v odvisnosti od sklopitvenih parametrov.
Na levi je w = 1 ksen in spreminjamo v, medtem ko je na desni v = 1 ksen in
spreminjamo w. Na obeh grah opazimo robna stanja v energijski reºi translacijsko
invariantnega Hamiltonjana v topolo²ki fazi. Vir slike: [12].
dano stanje kot robno stanje, £e ima energijo v energijski reºi Hamiltonjana TIS,
saj v tem primeru spet vemo, da to stanje posledi£no ni del zike v notranjosti in
mora torej ustrezati ziki na robu. Zdaj pa poglejmo, kaj se zgodi s temi stanji,
ko se oddaljimo od popolnoma dimerizirane limite. Slika 2.4 kaºe energijske nivoje
sistema, ko spreminjamo enega izmed sklopitvenih parametrov. Opazimo, da so
robna stanja - stanja z energijo v energijski reºi Hamiltonjana TIS - prisotna ves
£as, dokler smo v topolo²ki fazi (na grafu se sicer to ne zgodi to£no na prehodu med
fazama, kar je posledica kon£nega sistema, saj je zgornjem grafu prikazan izra£un,
narejen na verigi z zgolj desetimi osnovnimi celicami). To je preprost primer tako
imenovane korespondence notranjost-rob [13], ki je ena izmed karakteristi£nih la-
stnosti topolo²kih izolatorjev in pravi, da je topolo²ka invarianta v notranjosti - v
na²em primeru ovojno ²tevilo ν - povezana s ²tevilom robnih stanj. ν = 0 ustreza ni£
robnim stanjem, medtem ko ν = 1 dvema robnima stanjema - eno je na vsakem robu
verige. Na sliki 2.5 je prikazanih nekaj lastnih stanj kon£ne verige. Zgornja grafa
prikazujeta stanji z energijo blizu ni£. Vidimo, da sta lokalizirani na robu, opazimo
pa tudi nekaj novega: vsako ima neni£elno vrednost na samo eni izmed podmreº A
ali B na vsaki strani. Na spodnjem grafu je prikazano stanje z neni£elno energijo,
ki pa je delokalizirano. Stanja z neni£elno energijo so enakomerno razporejena po
obeh podmreºah, medtem ko bi lahko robni stanji z energijo to£no ni£ izbrali taki,
da imata neni£elno vrednost na le eni podmreºi. Tudi to je splo²nej²a lastnost, ki
jo bomo podrobneje obravnavali v naslednem poglavju.
18
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Slika 2.5: lastna stanja modela SSH. Vir slike: [12].
2.2 Kiralna simetrija
2.2.1 Denicija
V tem poglavju bomo nekatere prej omenjene lastnosti modela SSH posplo²ili na ²ir²i
razred zikalnih sistemov. V kvantni mehaniki se pogosto sre£ujemo s primeri, ko
poseduje Hamiltonjan dolo£ene simetrije. Re£emo, da prestavlja unitarni operator




Lastnost, s katero se bomo ukvarjali v tem poglavju, je tako imenovana kiralna
simetrija, ki je denirana nekoliko druga£e. Operator Γ̂ predstavlja kiralno simetrijo
Hamiltonjana Ĥ, £e velja naslednje [1]:
 Γ̂ je unitaren hermitski operator in
Γ̂ĤΓ̂ = −Ĥ. (2.21)
 Γ̂ je lokalen operator. Kot v modelu SSH, privzamemo, da lahko na² sis-
tem opi²emo z Bravaisovo re²etko. Lokalnost pomeni, da so matri£ni ele-
menti operatorja Γ̂med stanji, ki ustrezajo razli£nim osnovnim celicam, ni£elni
⟨m,α|Γ̂|m′, α′⟩ = 0,m ̸= m′. Temu pogoju bo zado²£eno, £e lahko napi²emo
operator Γ̂ kot direktno vsoto unitarnih hermitskih operatorjev γ̂, ki delujejo





 Zadnji pogoj je robustnost kiralne simetrije. Hamiltonjan je lahko odvisen od
ve£ parametrov, ki jih bomo zapakirali v en sam vektor ξ. Robustnost pomeni,
da:
∀ξ : Γ̂Ĥ(ξ)Γ̂ = −Ĥ(ξ). (2.23)
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Prvi pogoj kiralne simetrije mora torej veljati za vsako izbiro teh parametrov,
pri £emer je operator kiralne simetrije Γ̂ od njih neodvisen. V primeru modela
SSH bi ξ vseboval vseh N sklopitvenih parameterov vm in wm, kjer gre m =
1, 2, . . . , N/2. Do sedaj smo preprosto nastavili vm = v, wm = w, vendar
moramo, da lahko govorimo o kiralni simetriji, dovoliti, da so ti parametri
odvisni od kraja, saj lahko s tem preverimo, £e je zgornji pogoj izpolnjen in
lastnosti robustnosti zado²£eno.
Sedaj, ko smo kiralno simetrijo denirali, poglejmo nekatere izmed njenih posledic.
2.2.2 Posledice
Najprej si oglejmo kiralno simetrijo iz drugega zornega kota, ki ima bolj izrazito









Ta operatorja zado²£ata P̂A + P̂B = Î, P̂AP̂B = 0, P̂
2
A,B = P̂A,B. Torej sta
operatorja P̂A,B ortogonalna projektorja na razli£na podprostora A in B. ki tvorita
particijo celotnega prostora stanj. Z njuno pomo£jo lahko prepi²emo Γ̂ĤΓ̂ = −Ĥ
kot










= P̂AĤP̂B + P̂BĤP̂A, (2.26)
kar pomeni, da lahko ekvivalentno na kiralno simetrijo gledamo kot na dejstvo, da
dovoli Hamiltonjan le prehode iz nekega podprostora (A/B) v drugega (B/A), kjer
ta podprostora A and B skupaj tvorita prostor vseh stanj.
Naslednja posledica, s katero smo se ºe sre£ali v modelu SSH (slika 2.4) je, da je
spekter sistema s kiralno simetrijo simetri£en: £e imamo lastno stanje z energijo E,
imamo tudi lastno stanje z energijo −E. To sledi iz:
Ĥ|Ψn⟩ = En|Ψn⟩ ⇒ ĤΓ̂|Ψn⟩ = −Γ̂Ĥ|Ψn⟩ = −Γ̂En|Ψn⟩ = −EnΓ̂|Ψn⟩, (2.27)
kjer smo uporabili osnovne lastnosti operatorja Γ̂.
Posledica simetri£nosti spektra je, da je deleº stanja z neni£elno energijo, ki ºivi
na podprostoru A, enak deleºu na podprostoru B: £e imamo lastno stanje |Ψ⟩ z
energijo E ̸= 0, je stanje Γ̂|Ψ⟩ tudi lastno stanje Hamiltonjana z razli£no energijo
−E. Ti stanji sta ortogonalni, saj sta lastni stanji hermitskega operatorja (Hamil-
tonjana) z razli£nima lastnima vrednostima (energijama). Torej velja naslednje:
0 = ⟨Ψ|Γ̂Ψ⟩ = ⟨Ψ|P̂A|Ψ⟩ − ⟨Ψ|P̂B|Ψ⟩, (2.28)
kar pomeni, da so stanja z E ̸= 0 enako mo£no zastopana na obeh podprostorih -
A in B.
Poglejmo ²e stanja z E = 0. Ta stanja lahko izberemo tak²na, da so neni£elna
na le enem izmed podprostorov A in B, saj:
Ĥ|Ψn⟩ = 0 ⇒ ĤP̂A,B|Ψn⟩ = Ĥ(|Ψn⟩ ± Γ̂|Ψn⟩) = 0. (2.29)
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2.2.3 Kiralna simetrija v modelu SSH
Sedaj, ko smo izpeljali nekaj lastnosti sistemov s kiralno simetrijo, se vrnimo k
modelu SSH. Izkaºe se, da je operator kiralne simetrije Hamiltonjana SSH direktna
vsota operatorjev γ̂ = σ̂z. Ta operator deluje kot identiteta na vseh stanjih na











Podprostora A in B torej v modelu SSH ustrezata kar podmreºama A in B. Prej
omenjena posledica kiralne simetrije, ki pravi, da dovoli Hamiltonjan le prehode iz
ene podmreºe v drugo, je o£itna ºe iz strukture Hamiltonjana SSH. To drºi tudi, £e
so sklopitveni parametri odvisni od kraja, kar pomeni, da ima operator Γ̂ potrebno
lastnost robustnosti. Omenimo ²e povezavo med kiralno simetrijo SSH Hamiltonjana
in prej vpeljanim ovojnim ²tevilom ν. Pogoj, da ima Hamiltonjan v recipro£nem
prostoru kiralno simetrijo, se glasi:
σ̂zĤ(k)σ̂z = −Ĥ(k). (2.31)
e Hamiltonjan v recipro£nem prostoru spet zapi²emo kot linearno kombinacijo
Paulijevih matrik in identitete, vidimo, da zgornje zahteva:
dz(k) = 0. (2.32)
Videli smo ºe, da v modelu SSH zgornja ena£ba velja in zaklju£ili, da opi²e vektor
d(k) zanko v dvodimenzionalni ravnini (dx, dy). Zdaj smo ugotovili, da to ni naklju-
£je, ampak le posledica kiralne simetrije. Formalno je ovojno ²tevilo okoli izhodi²£a
v Rn element fundamentalne grupe prostora Rn \{0}, ki jo ozna£imo z π1(Rn \{0}).
Fundamentalen rezultat iz teorije homotopij [11] pravi, da velja π1(Rn \ {0}) = {0}
za n > 2 in π1(R2 \ {0}) = Z. V tridimenzionalnem prostoru imajo torej vse zanke
vedno enako ovojno ²tevilo (in sicer 0), medtem ko imamo v ravnini lahko v principu
kakr²nokoli celo²tevilsko ovojno ²tevilo. Kiralna simetrija je torej tukaj potrebna,
da se sploh lahko za£nemo pogovarjati o moºnosti razli£nih faz, katerih ureditveni
parameter je ovojno ²tevilo.
Slika 2.6: trije razli£ni na£ini za spremembo ovojnega ²tevila z zveznimi transforma-
cijami v modelu SSH. Prva primera zapreta energijsko reºo Hamiltonjana s transla-
cijo oziroma deformacijo zanke, medtem ko tretji primer kr²i kiralno simetrijo. Vir
slike: [1].
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Sedaj smo kon£no na to£ki, kjer lahko konkretno povemo, kdaj sta dva Hamil-
tonjana v isti topolo²ki fazi. Kot je vidno na sliki 2.6, lahko v modelu SSH spre-
menimo ovojno ²tevilo z zveznimi transformacijami tako, da povle£emo zanko skozi
izhodi²£e (in s tem vmes zapremo energijsko reºo Hamiltonjana) ali pa s premikom
zanke skozi tretjo dimenzijo dz (in s tem zlomitvijo kiralne simetrije). Na podlagi
tega deniramo adiabatsko deformacijo Hamiltonjana. Re£emo, da predstavlja neka
transformacija Hamiltonjana adiabatsko deformacijo, £e [1]:
 Se parametri Hamiltonjana spreminjajo zvezno.
 Se relevantne simetrije sistema ves £as ohranjajo.
 Ostane energijska reºa okoli E = 0 odprta.
Re£emo, da sta dva Hamiltonjana adiabatsko ekvivalentna (oziroma adiabatsko
povezana), £e obstaja med njima adiabatska deformacija. Celo ²tevilo, ki karak-
terizira adiabatsko ekvivalentne Hamiltonjane, imenujemo topolo²ka invarianta. V
modelu SSH je to preprosto ovojno ²tevilo okoli izhodi²£a ν in adiabatsko ekviva-
lentni Hamiltonjani so tisti z istim ν. Relevantna simetrija je tu kiralna simetrija.
Kot prej videno, lahko zavzame ν eno izmed dveh vrednosti, kar pomeni, da imamo
samo dva tipa Hamiltonjanov do adiabatske ekvivalence natan£no. Pripadajo£ fazni
diagram je viden na sliki 2.7.





V nadaljevanju se bomo ukvarjali z modeli z neredom. To pomeni, da parametri mo-
dela ne bodo deterministi£no dolo£eni, ampak bodo neke naklju£ne spremenljivke,
porazdeljene po vnaprej dolo£eni porazdelitvi. V modelih z naklju£nim potencialom
na mestih v re²etki se pod dolo£enimi pogoji lastna stanja, ki so sicer delokalizirana,
lokalizirajo. Ta pojav imenujemo Andersonova lokalizacija. Najprej si oglejmo tipi-













Tu so ϵn naklju£no porazdeljeni po enakomerni porazdelitvi na intervalu [−0.5W, 0.5W ]
za neko jakost nereda W , ĉn pa so fermionski operatorji, ki anihilirajo elektron na
n-tem mestu verige.
V limiti W → 0 so lastne funkcije Blochovi valovi in so torej popolnoma deloka-
lizirane. V nasprotni limiti W → ∞ pa v Hamiltonjanu £len s potenciali prevlada
in lahko sklopitve med razli£nimi mesti povsem zanemarimo. Hamiltonjan postane
diagonalen in lastna stanja imajo neni£elno vrednost le na nekem i-tem mestu z
energijo ϵi. So torej lokalizirana. Zanimiva lastnost Andersonove lokalizacije, ki bo
za na²e delo relevantna, je, da se lokalizacija lahko pojavi ºe pri poljubno majhni
jakosti nereda (£e je ta seveda prisoten). To se zgodi, £e je dimenzija re²etke manj²a
ali enaka 2 [15]. Splo²en dokaz Andersonove lokalizacije je zapleten [4], vendar je
za predstavo v dodatku A podan enostavnej²i dokaz za poseben primer lokalizacije
stanja z energijo 0 v enodimenzionalni verigi. Tudi £e je dimenzija re²etke ve£ kot 2,
velja, da pridemo za dovolj veliko jakost nereda vedno v reºim, v katerem so lastna
stanja lokalizirana [15].
Andersonovo lokalizacijo lahko vidimo na sliki 3.1, kjer je prikazanih nekaj lastnih
stanj zgornjega modela za ve£ vrednosti jakosti nereda W . Opazimo, da imamo ºe
pri W = 0.5 lokalizacijo, ki pa je z ve£anjem jakosti nereda £edalje mo£nej²a.
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A brief introduction to Anderson Localization 6
C. Numeric results of 1D system
After analyzing the 1D model analytically, we can solve
the problem using three different numeric methods in-
cluding Exact Diagonalization (ED), transfer matrix and
time propagation of wavepacket.
1. Exact Diagonalization
If the system is located on the orthogonal lattice with
Periodic Boundary Condition (PBC), the Hamiltonian of










ε1 −g ... 0 −g
−g ε2 ... 0 0
... ... ... ... ...
0 0 ... εL−1 −g









Then the Anderson Localization becomes an eigen-
value problem.
Here we set −g as 1, and sample the on-site energy εn
from an uniform distribution [−W/2,W/2]. Then we can
get eigenstates with different disorder strength.
If the disorder strength W = 0, the eigenstates are
simple Bloch waves.
FIG. 3: Bloch waves: W = 0
If the disorder strength W = 0.5, the states are local-
ized.
If we further improved the disorder strength W = 2.0,
the localization of the wavefunction were strengthened.
Apart from the naive eigenstates, we can use Inverse
Participation Ratio (IPR) to characterize the localiza-





we can find that when the system is approaching ther-
modynamic limit, the correlation length versus energy
curve will converges to a stabe one.
FIG. 4: Localized States: W = 0.5
FIG. 5: Localized States: W = 2.0
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FIG. 5: Localized States: W = 2.0Slika 3.1 nek j lastnih stanj modela (3.1) za ve£ jakosti nereda. Na vertikalni osi
je prikazan kvadrat absolutne vrednosti valovne funkcije |ψ|2. Leva slika ustreza
W = 0, srednja W = 0.5, desna pa W = 2. V vseh primerih je dolºina verige
N = 100, sklopitev med mesti g = −1, robni pogoji pa so periodi£ni. Vir slike: [15].
Stopnjo lokalizacije lahko ocenimo tudi brez risanja lastnih stanj s pomo£jo ko-





V primeru Blochovih valov velja |ψi|2 = 1/N in torej IPR = N . e pa je stanje
neni£elno na le enem mestu, velja IPR = 1. Manj²i IPR torej ustreza mo£nej²i
lokalizaciji. Na sliki 3.2 lahko vidimo, da z vi²anjem jakosti nereda IPR res pada,
ko se stanja mo£neje lokalizirajo.
Slika 3.2: na sliki je prikazan IPR za model (3.1). Z barvo je ozna£en IPR. Bela
barva ustreza visokemu IPR, £rna pa nizkemu. Vir slike: [15].
Slika 3.2 prikazuje Andersonovo lokalizacijo, ko imamo nered na posameznih
mestih v re²etki. Izkaºe se, da se lokalizacija lahko pojavi tudi, £e damo nered
na sklopitve med mesti. To je razvidno iz slike 3.3, ki je narisana za model, kjer
smo potenciale na mestih ϵn postavili na ni£, medtem ko so sklopitve g naklju£ne
spremenljivke, porazdeljene enakomerno na intervalu [−1−W,−1+W ]. Spet vidimo,
da se IPR in s tem delokalizacija z jakostjo nereda manj²ata.
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Slika 3.3: IPR za primer, ko je nered v sklopitvah. Na vodoravni osi je energija
stanj, na navpi£ni pa jakost nereda W . Z barvo je ozna£en IPR. Dolºina verige je
1000 mest.
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Zaradi podobnosti z ostalimi deli na to temo [16] je notacija v tem razdelku druga£na
kot v prej obdelanem modelu SSH, vendar lahko vseeno vidimo podobnosti: tn tukaj
ustreza sklopitvi med razli£nimi osnovnimi celicami (prej w), medtem ko sklopitvi v
osnovni celici (prej v) ustreza ±imn. S ĉn je ozna£en vektor fermionskih operatorjev
na obeh podmreºah, torej ĉn = (ĉn,A, ĉn,B)T . Zaradi prisotnosti imaginarne sklopitve
v osnovni celici ta model za razliko od modela SSH nima simetrije na obrat £asa
ali simetrije na konjugacijo naboja, ima pa ²e vedno kiralno simetrijo. Formalno
lahko topolo²ke izolatorje klasiciramo na univerzalnostne razrede glede na njihove
simetrije. V tej klasikaciji spada model SSH v razred BDI, model (4.1) pa v razred
AIII. Izkaºe se [16], da lahko vsak topolo²ki izolator iz razreda AIII prevedemo
na sistem nesklopljenih topolo²kih izolatorjev, opisanih z modelom (4.1). Zaradi
te lastnosti bi dobro razumevanje zike modela (4.1) privedlo do razumevanja zike






Nered bomo realizirali s pomo£jo dveh naklju£no porazdeljenih spremenljivk - ωn




n ∼ U(−0.5, 0.5). (4.3)
S temi nakju£nimi ²tevili deniramo sklopitve na naslednji na£in:




Nered je torej centriran okoli vrednosti 1 oziromam, njegovo jakost pa podaja ²tevilo
W . e nered ni prisoten, imamo kot v modelu SSH (poglavje 2.1.1) na voljo dve
topolo²ki fazi, ki se lo£ita po ovojnem ²tevilu: ν = 1, £e m ∈ (−1, 1) in ν = 0 sicer.
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Ureditveni parameter v prisotnosti nereda bo ²e vedno ovojno ²tevilo, vendar je
njegov izra£un tokrat nekoliko bolj zapleten. Spomnimo se, da smo imeli v £istem


















kjer je h(k) naddiagonalna komponenta Hamiltonjana v recipro£nem prostoru. V
prisotnosti nereda nimamo ve£ translacijske invariance in torej tudi nimamo ve£
dobro dolo£enega kristalnega valovnega vektorja. O£itno ta izraz za ovojno ²tevilo











→ −i[X̂, ·]. (4.8)
Prva formula predstavlja le zapis sledi na enoto volumna v krajevni bazi. Drugo
formulo lahko izpeljemo na naslednji na£in: spomnimo se, da se v impulzni sliki
operator poloºaja izraºa kot X̂ = i ∂
∂k
. Potem lahko takoj izra£unamo:








s £imer smo pokazali ºeleno zvezo.
Pred spremembo baze je bila v integrandu izvendiagonalna komponenta h(k) Ha-




- izvendiagonalni blok celotnega Hamiltonjana. Laºje bo ra£unati s homotopsko ek-
vivalentnim Hamiltonjanom (spomnimo se, da homotopije ohranjajo ovojno ²tevilo)
Q̂ = P̂+ − P̂−, kjer sta P̂± projektorja na pozitivni oziroma negativni del spek-
tra Hamiltonjana Ĥ. Sedaj se spomnimo, da za operator kiralne simetrije Γ̂ velja
Γ̂
†
= Γ̂ in Γ̂
2
= Î, kar pomeni, da so njegove lastne vrednosti enake ±1. Zato ga
lahko zapi²emo kot Γ̂ = Γ̂+− Γ̂−, kjer je operator Γ̂+ projektor na lastni podprostor,
ki ustreza lastni vrednosti 1, Γ̂− pa na tisti, ki ustreza lastni vrednosti −1. Ope-
ratorja Γ̂+/− sta popolnoma analogna operatorjema P̂A/B v modelu SSH. Ker ima
tudi Hamiltonjan Q̂ kiralno simetrijo, ga lahko zapi²emo kot
Q̂ = Γ̂+Q̂Γ̂− + Γ̂−Q̂Γ̂+ = Q̂+− + Q̂−+. (4.10)
Izvendiagonalni blok Hamiltonjana je potem preprosto Q̂+−, njegov inverz pa Q̂
−1
+− =
Q̂−+. Sledi, da se formula za ovojno ²tevilo glasi:







Zgornja formula velja, £e ra£unamo ovojno ²tevilo za kon£no verigo z odprtimi rob-
nimi pogoji. e pa ºelimo izra£unati ovojno ²tevilo za sistem s periodi£nimi robnimi
pogoji, (kot ga bomo v nadaljevanju), se moramo v zgornji formuli znebiti operatorja
X̂, kajti pri sistemih s takimi robnimi pogoji je ta slabo deniran. V tem primeru
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kjer so cm koecienti kon£nih diferenc, najmanj²a moºna diferenca valovnega vek-
torja pa je enaka ∆ = 4π
N
, saj ima na² sistem N/2 osnovnih celic. Odvisnosti od
k v operatorju Q̂+− se lahko znebimo s pomo£jo operatorja e
ikX̂ , ki predstavlja
translacijo za moment k:
Q̂+−(k +m∆) = e
−im∆X̂Q̂+−(k)e
im∆X̂ . (4.13)










Iz formule za ovojno ²tevilo sistema z odprtimi robnimi pogoji je razvidno, da je v
limiti mo£nega nereda W → ∞ ovojno ²tevilo enako ni£, saj v tem primeru vezi
v osnovni celici dominirajo (to je razvidno iz ena£b (4.4) in (4.5) in je komutator
[X̂, Q̂+−] enak ni£ (X ozna£uje indeks osnovnih celic, ki so v tej limiti med sabo
nesklopljene), medtem ko imamo po drugi strani pri W = 0 in m ∈ (−1, 1) ovojno
²tevilo enako ena, saj smo v tem primeru v topolo²ki fazi modela SSH brez nereda.
Ugotovili smo torej, da lahko med topolo²kimi fazami prehajamo tudi izklju£no s
spreminjanjem jakosti nereda. Tak prehod je prikazan na sliki 4.1, na kateri se vidi,
da ovojno ²tevilo pri to£ki faznega prehoda W = 4 prakti£no takoj pade z 1 na
0. Na sliki je prikazan tudi rob energijskih pasov (valen£nega in prevodnega), kjer
vidimo, da se ovojno ²tevilo spremeni ²ele dale£ po tem, ko se energijska reºa zapre,
kar se zgodi ºe pri W = 3.
Slika 4.1: ovojno ²tevilo v odvisnosti od jakosti nereda pri m = 0. Rezultati so
povpre£eni po 200 realizacijah nereda. Opazimo nenadno spremembo pri pribliºno
W = 4, medtem ko se energijska reºa zapre pri W = 3. Vir slike: [16].
Izkaºe se, da kriti£na £rta (mnoºica vseh kriti£nih to£k) sovpada s to£kami diver-
gence lokalizacijske dolºine stanja z ni£elno energijo. Zaradi Andersonove lokalizacije
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so stanja v prisotnosti nereda lokalizirana, v kriti£ni to£ki pa se pojavi delokalizirano
stanje pri energiji ni£. To se da videti iz eksplicitne re²itve Schrödingerjeve ena£be






kjer n ozna£uje indeks osnovne celice. Schrödingerjeva ena£ba se glasi:
HΨ = 0, (4.16)
tn−1Ψn−1,A + imnΨn,A = 0, (4.17)
tnΨn+1,B − imnΨn,B = 0. (4.18)










in podobno za Ψn,A. Za velike n denirajmo |Ψn,B| = e−n/Λ|Ψ1,B|. Z Λ smo ozna£ili
















(log |mj| − log |tj|)
⃓⃓⃓⃓
⃓ . (4.21)
Zgornjo formulo bi radi poenostavili. To lahko naredimo s pomo£jo Birkhoovega
ergodi£nega izreka [18].
Birkhoov izrek. Naj bo X stacionaren in ergodi£en stohasti£ni proces in f tak²na







f(θjX) = E(f(X)), (4.22)
kjer je θj(x1, x2, x3, . . . ) = (xj, xj+1, xj+2, . . . ) operator premika za j− 1 mest, E(f)
pa ozna£uje pri£akovano vrednost f .
V na²em primeru predstavlja stohasti£ni proces X vzorce naklju£nih spremen-
ljivk X = ((t1,m1), (t2,m2), (t3,m3), . . . ). Ta proces je stacionaren in ergodi£en, saj
so posamezni vzorci neodvisni in enako porazdeljeni [18] (izrek lahko sicer upora-
bimo tudi v splo²nej²ih primerih, ko so vzorci na primer paroma korelirani). Funkcija
f je v na²em primeru enaka f((t1,m1), (t2,m2), ...) = log |m1| − log |t1|. Izrazimo







dω′ |log |m+W2ω| − log |1 +W1ω′|| . (4.23)
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Ker integriramo po kon£nem intervalu, je morebiten problemati£en del le tisti, kjer
ima logaritem divergenco, na primer, ko velja ω′ ∼ − 1
W1
. Ko primerno razbijemo
integral na manj²e intervale in se znebimo absolutne vrednosti v integrandu, dobi
tak problemati£en del obliko limϵ→0
∫︁ ϵ
0
log xdx = limϵ→0 x(log x−1)|ϵ0 = 0. Del blizu
divergence torej k integralu ne prispeva in velja E(|f |) <∞.







dω′(log |m+W2ω| − log |1 +W1ω′|)
⃓⃓⃓⃓
, (4.24)








Slika 4.2: na levi je prikazan fazni diagram modela (4.1). Na desni je prikazana
lokalizacijska dolºina stanja z E = 0, ki divergira na kriti£ni £rti. Prav tako je na
desni z zeleno £rto ozna£ena pot, po kateri bomo pozneje izvedli preklop Hamilto-
njana. Izra£uni za ν so narejeni na verigi velikosti N = 2000 in povpre£eni preko 10
realizacij nereda. Vir slike: [16].
Na sliki 4.2 je prikazan fazni diagram obravnavanega modela. Opazimo, da
divergenca lokalizacijske dolºine pri ni£elni energiji res sovpada s kriti£no £rto. Kot
prej povedano, lahko poleg prehajanja med fazama, ki smo ga videli ºe v modelu
SSH, preidemo iz topolo²ke v trivialno fazo tudi z dovolj mo£no jakostjo nereda.
Zanimali nas bodo preklopi Hamiltonjana £ez fazni prehod, kjer bomo pove£evali
W pri m = 0, kot je na desnem grafu ozna£eno z zeleno £rto. Zaenkrat nekaj
o tem faznem prehodu ºe vemo: £e razvijemo ena£bo (4.25) okoli WC = 4, pri
m = 0, vidimo, da lokalizacijska dolºina v bliºini faznega prehoda skalira kot Λ ∼
1
|W−WC | log |W−WC | . Kriti£ni eksponent, ki opisuje skaliranje lokalizacijske dolºine za
obravnavani fazni prehod, je torej enak ena z logaritemskim popravkom.
Oglejmo si obna²anje modela vzdolº poti, preko katere bomo izvedli preklop.
Kot prvi test in ob£utek za potrebno velikost verige N si poglejmo primerjavo em-
piri£ne (4.21) in analiti£ne (4.25) formule za lokalizacijsko dolºino vzdolº te poti
za ve£ velikosti sistema. Na sliki 4.3 vidimo, da za velikosti verige nekaj tiso£ ato-
mov ²e ne pridemo do to£nega asimptotskega obna²anja - za to potrebujemo verigo
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Slika 4.3: inverz lokalizacijske dolºine, pridobljen z empiri£no formulo za ve£ veli-
kosti sistema (N prikazuje ²tevilo vseh atomov v verigi) in z analiti£no formulo za
neskon£no dolgo verigo vzdolº poti W : 3 → 5 pri m = 0.
dolºine ve£ sto tiso£ atomov -, vendar je obna²anje lokalizacijske dolºine pri tako
majhnih verigah vseeno kvalitativno zelo podobno obna²anju neskon£ne verige. V
nadaljevanju bomo (£e ne bo druga£e re£eno) obravnavali verigo z N = 1000. Za
ve£je N postanejo numeri£ne metode, ki jih bomo uporabljali, £asovno prezahtevne.
Vse izra£une, ki sledijo, smo ponovili za dvakrat dalj²o verigo, kjer ni bilo opaziti
bistvenih razlik. Na sliki lahko opazimo ²e naslednje: ko imamo opravka z kon£no
verigo, se divergenca lokalizacijske dolºine (in s tem fazni prehod) ne pojavi to£no
pri WC = 4, kot narekuje asimptotska formula, temve£ v bliºini te to£ke. Izkaºe
se, da to ni problem, saj bomo pri ekscitacijah rezultate tako ali tako povpre£evali
po dovolj veliko realizacijah nereda, da lahko privzamemo, da je povpre£na kriti£na
to£ka res WC = 4.
Sedaj si poglejmo, kako izgledajo energijski nivoji Hamiltonjana modela (4.1)







−im2 0 . . .




Izbrali smo periodi£ne robne pogoje, saj nas bo zanimala zika v notranjosti. Ener-
gije bomo dobili z diagonalizacijo zgornje matrike. Iz spektra lahko izra£unamo tudi




δ(Ei − E). (4.26)








V izra£unih smo vzeli vrednost σ = 0.01. Rezultati, ki jih da numerika, so slede£i:
Na sliki 4.4 vidimo nekaj najniºjih pozitivnih energijskih nivojev vzdolº poti, preko































Slika 4.4: prikazanih je nekaj najniºjih lastnih energijskih nivojev vzdolº poti W :
2 → 6 pri m = 0. Na spodnjih treh grah je za razli£na mesta vzdolº poti prikazana
gostota stanj.
katere bomo izvajali preklop. Slika za negativne energije je enaka, saj je zaradi
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kiralne simetrije spekter simetri£en. Opazimo, da se pri pribliºevanju kriti£ni to£ki
energijska reºa res zapira in ostane tudi po prehodu skozi kriti£no to£ko WC = 4
zaprta. Na spodnjih treh grah je prikazana gostota stanj, pridobljena za tri to£ke
vzdolº poti. Prva ustreza W = 2.5, kar je ²e dale£ od kriti£ne to£ke, in kjer je
energijska reºa ²e odprta, kar vidimo v ni£elni gostoti stanj okoli energije ni£. Okoli
W = 3.5 je energijska reºa ºe zaprta, kar lahko potrdimo s tem, da je gostota stanj pri
E = 0 neni£elna. V kriti£ni to£ki je v gostoti stanj divergenca pri energiji 0. Podobno
obna²anje gostote stanj opazimo tudi pri ve£jih sistemih, kjer ugotovimo, da je
gostota stanj pri energiji ni£ neni£elna, £e veljaW ≥ 3. W = 3 je torej to£ka, v kateri
se energijska reºa zapre. Na sliki 4.5 so energijski nivoji prikazani v logaritemski




















Slika 4.5: prikazanih je nekaj najniºjih lastnih energijskih nivojev v logaritemski skali
vzdolº poti W : 2 → 6 pri m = 0. S £rtkano £rno £rto je ozna£ena lokalizacijska
dolºina stanja z energijo ni£, pridobljena s formulo 4.21. Pripadajo£a skala je na
desni strani.
skali. Tu se nazorneje vidi, da pride pogosto do odboja nivojev, kot je na primer
razvidno na pove£anem delu grafa. Na grafu je prikazana tudi lokalizacijska dolºina
stanja z energijo ni£ in vidimo lahko, da se v to£ki, kjer ta divergira, energijski nivoji
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najbolj pribliºajo ni£li. To je povezano z ºe prej opaºeno divergenco gostote stanj
pri E = 0, ki je najmo£nej²a v kriti£ni to£ki. Opazimo lahko, da £e v formuli (4.4) za
sklopitvi tn in mn vstavimo WC = 4, sta velikosti obeh sklopitev v povpre£ju enaki,
kar pomeni, da bi lahko veljala formula, izpeljana v dodatku B: g(E) ∝ −1|E| log3 |E| .
Poglejmo si, kaj to£no se zgodi z gostoto stanj v na²em primeru. Izra£unali smo
histogram lastnih energij sistema velikosti N = 10000 z odprtimi robnimi pogoji
za 10000 realizacij nereda. Histogram, katerega vrednosti so sorazmerne z gostoto
stanj, smo prilagodili funkciji g(E) ∝ −1|E|1+x logy |E| . Rezultati so prikazani na sliki 4.6,
kjer ri²emo logaritem funkcije E∗g(E) v odvisnosti od logaritma energije. Opazimo,
da je divergenca gostote stanj res najmo£nej²a v kriti£ni to£ki, kar se ujema s sliko
4.5. V kriti£ni to£ki velja x ≈ 10−4, y ≈ 3.03, kar je v zelo dobrem ujemanju z
izpeljano formulo. Zunaj kriti£ne to£ke, pri W = 3.9, potenca na logaritmu hitro
pade. Ko se od kriti£ne to£ke ²e oddaljujemo, pa postane vrednost parametra x
znatna in negativna in dodatno ublaºi divergenco.





















Slika 4.6: prikaz skaliranja gostote stanj v okolici E = 0 za tri razli£ne vrednosti
parametra W . Rezultati so pridobljeni za sistem velikosti N = 10000 z odprtimi
robnimi pogoji in povpre£eni preko 10000 realizacij nereda.
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Na sliki 4.7 je prikazan IPR za model, ki ga obravnavamo. Tu je ºe v £istem mo-
delu IPR majhen, saj £isti model ustreza eni izmed popolnoma dimeriziranih limit
v modelu SSH (poglavje 2.1.2). Ko dodamo nered, ostanejo stanja mo£no lokalizi-
rana. Tudi v okolici to£ke WC = 4, E = 0 ni videti nobene delokalizacije, kar se zdi
v nasprotju z na²o prej²njo izpeljavo. Izkaºe se [16], da delokalizirano stanje nastane
kot linearna kombinacija velikega ²tevila degeneriranih lokaliziranih stanj z energijo
ni£. Teh je v neskon£no velikem sistemu veliko, kar se vidi v divergenci gostote stanj
okoli energije ni£, v kon£nem sistemu pa imamo tak²nih nizkoenergijskih stanj malo.
V praksi zato delokaliziranega stanja ne bomo opazili.
Slika 4.7: IPR v odvisnosti od jakosti nereda W in energije E.
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Na sliki 4.8 so prikazane nekatere lastne funkcije modela pred kriti£no to£ko in
v njej. Opazimo, da so vse lokalizirane, £eprav se v kriti£ni to£ki ºe vidi druga£no
obna²anje stanja z najniºjo energijo. To ima, za razliko od ostalih, posamezna
vrhova precej dale£ narazen. Na grafu sicer izgleda, da ima tudi stanje pri W = 3.8






















Slika 4.8: na levi so prikazane prve 3 lastne funkcije s pozitivno energijo priW = 3.8,
na desni pa pri W = 4.
Sedaj se bomo posvetili preklopom Hamiltonjana £ez fazni prehod, kar pomeni,
da bomo spremljali £asovni razvoj valovne funkcije, pri £emer bomo parametre Ha-
miltonjana spreminjali linearno s £asom vzdolº prej omenjene poti. Preklop med
dvema vrednostima jakosti nareda delamo tako, da za£nemo pri vrednosti Wz < 4,
kon£amo pa, po dolo£enem £asu preklopa T , pri vrednosti Wk > 4. asovno odvi-
snost jakosti nereda lahko torej zapi²emo kot:
W (t) = Wz + t/T (Wk −Wz). (4.28)
Za£nemo v lastnem enodel£nem stanju Ψ(t = 0) iz valen£nega pasu pri Wz in ga
£asovno razvijemo. Ker delamo preklop, je tudi Hamiltonjan odvisen od £asa. Re-





Re²itev izrazimo s pomo£jo operatorja £asovnega razvoja Û(t, τ) = e−iĤ(t)τ kot
Ψ(t + τ) ≈ Û(t, τ)Ψ(t). Ta shema bo delovala, £e je £asovni korak τ dovolj maj-
hen, da lahko v intervalu [t, t + τ ] privzamemo, da je Hamiltonjan konstanten in
enak H(t). Za numeri£en izra£un £asovnega razvoja bomo uporabili implicitno me-
todo tipa Crank-Nicholson, ki zagotavlja, da je operator £asovnega razvoja unitaren.
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Pogosto bomo £asovno razvijali ve£ funkcij hkrati. To bi lahko storili tako, da bi














kjer so v matriki X lastni vektorji Ψ v stolpcih. V na²em primeru bomo vzeli
vrednost τ = 1. Tak²na izbira se zdi smiselna, saj smo videli, da je veliko lastnih
energij reda velikosti krepko pod 1, kar ustreza relevantni £asovni skali veliko ve£
kot 1. Rezultate smo preverili tudi pri τ = 0.5, kjer nismo opazili razlike.
Med preklopom se pojavijo ekscitacije v prevodnem pasu, saj je £as preklopa
kon£en. tevilo ekscitacij v i-to lastno stanje oziroma zasedenost i-tega lastnega





kjer je Ψj £asovno razvito j-to stanje iz valen£nega pasu, |i⟩ pa predstavlja i-to
lastno stanje Hamiltonjana ob nekem £asu. Vrednost |⟨i|Ψj⟩|2 je verjetnost, da med
preklopom elektron iz za£etnega stanja j-tega lastnega stanja presko£i v lastno stanje
|i⟩. Celotno verjetnost za prehod v stanje |i⟩ in s tem zasedenost tega stanja potem
dobimo tako, da to se²tejemo po vseh £asovno razvitih stanjih iz valen£nega pasu
Ψj.
Pri obravnavi ekscitacij bomo iskali odvisnosti oblike
Neks = αT
β logγ T, (4.34)
kjer Neks ozna£uje celotno ²tevilo ekscitacij v prevodnem pasu. Zanimala nas bosta
predvsem potenci β in γ. Za pridobitev le-teh iz podatkov zgornjo ena£bo najprej
logaritmiramo
logNeks = logα + β log T + γ log log T. (4.35)
Z denicijami z = logNeks, x = log T in y = log log T tako dobimo linearno funkcijo




Poglejmo, kolik²no je ²tevilo ekscitacij po preklopu za ve£ £asov trajanja preklopa.
Preklop bomo delali za razli£no dolge intervale jakosti nereda [Wz,Wk], pri £emer
bo vedno veljalo, da je kriti£na to£ka WC = 4 na sredini tega intervala. Na levem
grafu slike 5.1 se vidi, da ²tevilo ekscitacij pada s £asom trajanja preklopa, kar
je smiselno, saj vemo, da adiabatski preklop, v katerem se ekscitacije ne pojavijo,
ustreza neskon£no dolgem preklopu. Prav tako opazimo, da imamo ve£ ekscitacij,
£e preklapljamo na dalj²em intervalu jakosti nereda [Wz,Wk]. To se zgodi, ker pri
najkraj²em intervalu ne preklapljamo dovolj po£asi in ²tevilo ekscitacij ²e ne saturira,
kot bo vidno na sliki 5.2. Odvisnost ²tevila kon£nih ekscitacij od £asa trajanja
preklopa dobro opi²e poten£ni zakon z logaritemskim popravkom. Potence so sicer
odvisne od intervala jakosti nereda, preko katerega izvajamo preklop, vendar lahko
na grafu opazimo, da smo pri preklopoma na dalj²em intervalu jakosti nereda ºe blizu
nekak²nem limitnem obna²anju. Pravzaprav je smiselneje gledati ²tevilo ekscitacij








s Neks ∝ T−0.168(log T )−0.029
Neks ∝ T−0.141(log T )−0.454
Neks ∝ T−0.096(log T )−0.878 W ∈ [3.5, 4.5]
W ∈ [3, 5]
W ∈ [2, 6]
10−4 10−3 10−2 10−1
v
Slika 5.1: na levi je prikazano ²tevilo vseh ekscitacij po koncu preklopa v odvisnosti
od njegovega £asa trajanja T , na desni pa v odvisnosti od njegove hitrosti v. Podatki
so prikazani za 3 razli£ne izbire Wz in Wk.
v odvisnosti od hitrosti preklopa v = (Wk −Wz)/T (namre£, preklop W ∈ [3.5, 4.5]
pri T = 10000 je enako hiter kot preklop W ∈ [2, 6] pri T = 40000), kar je prikazano
na desnem grafu slike 5.1. Tu bolje opazimo, da sta si preklopa na dalj²em intervalu
39
Poglavje 5. Rezultati
veliko bolj podobna v obna²anju - v primerjavi s preklopom na kraj²em. Na sliki










W ∈ [3.5, 4.5]

































W ∈ [2.0, 6.0]
Slika 5.2: skupno ²tevilo ekscitacij med preklopom, prikazano za ve£ razli£nih inter-
valov preklopa in hitrosti preklopa.
5.2 opazimo prej omenjeno saturacijo ²tevila ekscitacij po koncu preklopa pri ²ir²em
intervalu preklopa ter pri po£asnih preklopih. Podobno kot v energijskih nivojih se
pojavi asimetrija obmo£ja pred kriti£no to£ko WC = 4 in po njem. Sedaj bomo osi
na sliki 5.2 reskalirali. Uvedimo koli£ini Ñ eks(t) = Neks(t)/Neks(T ) in W̃ = (W −
WC)T
x(log T )y+WC , kjer sta x, y skalirna eksponenta Neks ∝ T−x(log T )−y. Na sliki
5.3 je narisana odvisnost Ñ eks od W̃ . Vidimo, da je obna²anje teh krivulj univerzalno
za ve£ razli£nih preklopov. Najhitrej²i preklopi odstopajo od tega obna²anja, vendar
smo to pri£akovali, saj smo ºe povedali, da spadajo ti v druga£en reºim, v katerem
²tevilo ekscitacij ²e ni saturiralo. Poglejmo si ²e, kje natan£neje se pojavijo te











W ∈ [3.5, 4.5]






























W ∈ [2.0, 6.0]
Slika 5.3: skupno ²tevilo ekscitacij med preklopom, prikazano za ve£ razli£nih inter-
valov preklopa in hitrosti preklopa. Vsak graf je reskaliran s primernimi potencami,
pridobljenimi iz slike 5.1.
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ekscitacije. Na sliki 5.4 je prikazana krajevna porazdelitev ekscitacij med preklopom.
Vidimo, da se ekscitacije pojavijo na naklju£nih osnovnih celicah, katerih zasedenost








W = 3.5 W = 4










0 100 200 300 400 500
x
W = 5
Slika 5.4: na sliki so porazdelitve ekscitacij po osnovnih celicah na verigi s 500
osnovnimi celicami, ki traja T = 6000 in poteka na intervalu W ∈ [3, 5].
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Poglejmo si ²e porazdelitev ekscitacij po lastnih stanjih Hamiltonjana. To je
prikazano na sliki 5.5 za dve realizaciji nereda. Kot smo ºe videli (slika 5.2), se
posamezne ekscitacije za£nejo pojavljati ºe nekaj pred kriti£no to£ko, njihovo ²tevilo
se pri prehodu kriti£ne to£ke pove£a, za kriti£no to£ko pa saturira in nimamo ve£
novih ekscitacij.










































Slika 5.5: energijski nivoji deset najniºjih stanj v prevodnem pasu in ekscitacije za
dve realizaciji nereda. tevilo ekscitacij predstavljata velikost in barva pikic. Hitrost
preklopa je v = 0.01, preklapljamo pa na intervalu W ∈ [3, 5].
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Na sliki 5.6 smo interval energij E ∈ [10−13, 1] v logaritemski skali razdelili na 50
enako velikih obmo£ij in opazovali ekscitacije, ki padejo vanje, povpre£ene preko 100
realizacij nereda. Prikazana sta grafa za dve razli£ni hitrosti preklopa. Opazimo, da
imajo po po£asnej²em preklopu (na desni sliki) najvi²je vzbujeni elektroni manj²o
energijo, kot po hitrej²em (na levi sliki). Tudi to bi lahko pri£akovali, saj ºe vemo,
da je nasploh ve£ ekscitacij v hitrej²ih preklopih.








































Slika 5.6: ²tevilo ekscitacij na interval energije med preklopom. Interval E ∈
[10−13, 1] smo razdelili na 50 enako velikih delov v logaritemski skali in narisali
²tevilo ekscitacij na vsak interval, povpre£eno po 100 realizacijah nereda. Levi graf
je za v = 0.001, desni pa za v = 0.0001.
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Na sliki 5.7 si podrobneje ogledamo, kako je z ravnokar omenjeno odvisnostjo
energij, do katerih so stanja zasedena od hitrosti preklopa. Opazujemo, pri kateri
energiji Emax pade zasedenost stanj s 0.5 na 0.25, kar sluºi kot ocena za robno
energijo, nad katero ni ve£ veliko ekscitacij. e to nari²emo v odvisnosti od hitrosti









Slika 5.7: na grafu je prikazana energija najvi²je zasedenih stanj po koncu preklopa
za ve£ njegovih hitrosti. To je energija, kjer ²tevilo ekscitacij prvi£ pade na 0.25.
Rezultati so povpre£eni po 100 realizacijah nereda, energijski interval E ∈ [10−13, 1]
pa smo razdelili na 300 delov. Preklop je potekal na intervalu W ∈ [3, 5].
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Na sliki 5.8 lahko vidimo, v katera stanja prehaja elektron, ki je na za£etku v
stanju na zgornjem robu valen£nega pasu. Obna²anje je podobno pri ostalih stanjih
blizu zgornjega roba. Opazimo, da preidemo po kriti£ni to£ki z verjetnostjo pribliºno
0.5 v prevodni pas, v katerem imamo praviloma na voljo dve stanji, v kateri lahko
preidemo z verjetnostjo 0.25. Ti stanji, v kateri lahko sko£imo, sta ravno kiralna
partnerja (poglavje 2.2.2) stanj, v katerih ostanemo, £e ne pride do skoka v prevodni
pas.















































































Slika 5.8: na grafu je z barvo prikazana verjetnost za prehod v razli£na lastna sta-
nja Hamiltonjana med preklopom, £e preklapljamo lastno stanje, ki ima na za£etku
najvi²jo negativno energijo (torej prvo stanje v valen£nem pasu). Zgornji graf pri-
kazuje prevodni pas, spodnji pa valen£nega. Na grafu so ozna£ena tudi zaporedna
²tevila stanj, v katera prehajamo. Stanje z zaporedno ²tevilko 1 je na spodnjem robu
prevodnega oziroma na zgornjem robu valen£nega pasu, zaporedno ²tevilo stanj pa
potem od roba proti notranjosti nara²£a.
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Opazili smo, da se po prehodu skozi kriti£no to£ko lahko indeksi zasedenih stanj
²e nadalje spreminjajo. Razlago za to lahko vidimo na sliki 5.9. Po prehodu osta-
nejo energijski nivoji tesno blizu, kar pomeni, da lahko elektron ²e nadalje sko£i na
naslednji energijski nivo.






































Slika 5.9: na grafu je nekaj najniºjih energijskih nivojev v prevodnem pasu. S
pikicami so ozna£ene verjetnosti za prehod v prevodni pas, £e preklapljamo stanje




Obravnavali smo po£asne preklope Hamiltonjana v prirejenem modelu SSH. Ta opi²e
enodimenzionalen topolo²ki izolator z dvema topolo²kima fazama, ki se razlikujeta
po topolo²ki invarianti - ovojnem ²tevilu. V sklopitve smo dodali nered, kar pov-
zro£i, da se lastna stanja lokalizirajo. Opazili smo, da lahko med fazama prehajamo
tudi izklju£no z ve£anjem jakosti nereda in se najprej osredoto£ili na lastnosti ta-
k²nega faznega prehoda. Na ²ir²em obmo£ju okoli kriti£ne to£ke je energijska reºa
zaprta, to£no v kriti£ni to£ki pa se pojavi delokalizirano lastno stanje pri energiji
ni£. Za£en²i v topolo²ki fazi smo izvajali preklop preko te kriti£ne to£ke in opazovali
ekscitacije v prevodnem pasu, ki se pri tem pojavijo. Ugotovili smo, da za po£asne
preklope ²tevilo teh skalira poten£no s hitrostjo preklopa z logaritemskim poprav-
kom, kjer so potence odvisne od intervala jakosti nereda, preko katerega izvajamo
preklop. Opazili smo, da to obna²anje z dalj²anjem intervala jakosti nereda konver-
gira k nekem limitnem obna²anju. e reskaliramo £as s pridobljenimi potencami,
opazimo pri po£asnih preklopih univerzalno obna²anje odvisnosti ²tevila ekscitacij
s £asom tekom preklopa. Poten£ni zakon se pojavi tudi pri skaliranju energij naj-
vi²je zasedenih elektronskih ekscitacij po koncu preklopa, kjer smo opazili pribliºno
korensko odvisnost od hitrosti preklopa. Videli smo, da v kriti£ni to£ki £asovno raz-
vito stanje iz valen£nega pasu praviloma preide v le dve razli£ni stanji v prevodnem
pasu z enako verjetnostjo ali pa ostane v valen£nem pasu v kiralnem partnerju enega
izmed teh dveh stanj. Podrobnej²ega razumevanja teh prehodov ²e nimamo, zato bi
bilo idealno nadaljevanje na²ega dela raziskovanje v tej smeri. Nove pristope k ana-
lizi obravnavanega modela, ki jih tu nismo obravnavali, bi lahko prinesla preslikava
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Dodatek A
Dokaz Andersonove lokalizacije v 1D













kjer so ϵn, gn naklju£no porazdeljene po neki zvezni verjetnostni porazdelitvi. Iz-





kjer |n⟩ ozna£uje stanje, lokalizirano na n-tem mestu verige. Schrödingerjeva ena£ba
za tak model se glasi:
ϵnan + gnan+1 + gn−1an−1 = Ean. (A.3)













Pn = pnpn−1 . . . p1. (A.5)
e s Pn delujemo na vektor (a1, a0)T , dobimo vektor (an+1, an)T . e razpi²emo
















P 21n = P
11
n−1, (A.8)
P 22n = P
12
n−1. (A.9)
Lokalizacijo bomo pokazali z izra£unom upornosti na²ega materiala. e upor-
nosti ni, se delec lahko prosto propagira po re²etki in je zato valovna funkcija delo-
kalizirana. e je pa upornost zelo velika, se delec ne more propagirati po re²etki in
bo zato valovna funkcija lokalizirana.
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Za izra£un upornosti bomo uporabili formalizem sipalnih matrik. Predstavljamo
si, da je na² vzorec z neredom naokoli obdan z istim materialom brez nereda. V
sistemu brez nereda so lastna stanja ravni valovi. Ravni val po²ljemo v na² neurejen
vzorec materiala z obeh smeri, kot je to razvidno na sliki A.1. Sipalna matrika nam
A brief introduction to Anderson Localization 4
The corresponding return probability and mean square
displacement are trivial.
p(t) = 1, ∆x2t = 0 (26)
what we should note that is the energy spectrum of
infinite disorder case is pure point spectrum.
V. 1D ONE-DIMENSION
To show localization in 1D lattice, here we use the
transfer matrix method analytically to prove that
the resistivity grows exponentially with the total
number of sites in the lattice.
A. Transfer Matrix in the lattice
Firstly, we setup relations between neighboring sites,
which are of vital importance for further derivation to
connect the sites as well as sites and boundaries.
Note an as the wavefunction amplitude of the N-th
lattice site.
For eigen-energy E, we have
Ean = εnan + Vn,n+1an+1 + Vn−1,nan−1 (27)
























is called transfer ma-
trix and noted as pn. With these transfer matrices, once
we are given the wavefunctions of a pair of neighboring
sites, we can know that of the sites next to them. Itera-
tively, we can know the wavefunctions of all sites in the











































And if only diagonal disorders are considered, the









1. Goal and Workflow
In this approach, our goal is to calculate the resis-
tivity of wave and prove that it (its expectation
value actually) grows exponentially with the num-
ber of sites in lattice (N). We use transfer matrices
and S-matrices to connect disordered sites and boundary
conditions. Then we get expression of 〈ρ〉, the expected
value of resistivity.
Transfer matrices come from the Hamiltonian of the
system while S-matrices bring their physical insight of
reflection and transmission. The combination of them
can thus yield the expression of the resistivity of the sys-
tems expressed by the certain Hamiltonian.
FIG. 1: Disordered lattice and non-disordered boundary con-
dition
Consider electron flow shooting from the left into the
random lattice. In this approach, we would show 1D
localization by proving that the resistivity of the electron
wave function, defined as ρ = RT where R and T refer
to transmission and reflection rate, grows exponentially
with N, the total number of random lattice sites.
The key in this approach is its boundary condition that
out of the lattice, there is no disorders so the wavefunc-
tions there are just plane waves.
2. Derivation
Here n is the label of a site in the lattice of disorder
and d is the width between neighboring sites:
FIG. 2: Plane waves outside the lattice
an = Ae
ikdn +Be−ikdn −∞ < n ≤ 1
an = Ce
ikdn +De−ikdn n ≥ N
(32)
Slika A.1: v vijoli£nem pravokotniku je obmo£je, ki ustreza verigi z neredom. Izven
tega obmo£ja so valovne funkcije ravni valovi. Vir slike: [15]
da prepustnost T . Upornost materiala je s to denirana kot [19]:
ρ ∝ 1/T. (A.10)
Raz²irimo torej na²o domeno na obmo£je zunaj materiala, kjer valovni funkciji
ustrezajo ravni valovi:
an = Ae
ikn +Be−ikn, −∞ < n ≤ 1, (A.11)
an = Ce
ikn +De−ikn, n ≥ N. (A.12)








Matrika U nam torej iz amplitud na levi strani materiala da amplitudi na desni
strani. Po drugi strani nam sipalna matrika S iz amplitud vpadnih valov da ampli-








e primerjamo zgornji matri£ni ena£bi, vidimo, da lahko komponente matrik U in
S med sabo poveºemo na naslednji na£in:








kjer smo uvedli standardne oznake za komponente sipalne matrike r in t. Prepu-





Izra£unati moramo torej komponento U11 matrike U . To bomo storili tako, da
jo bomo najprej povezali s prej denirano prehodno matriko PN . Valovna funkcija
mora na robu med materialom z neredom in brez njega imeti enoli£no dolo£eno
vrednost, kar privede do naslednjih ena£b:
a1 = Ae
ik +Be−ik, (A.18)
a0 = A+B, (A.19)
aN = Ce
ikN +De−ikN , (A.20)
aN+1 = Ce
ik(N+1) +De−ik(N+1). (A.21)
























e poveºemo ²e vektor (aN+1, aN)T z (a1, a0)T s pomo£jo prehodne matrike, dobimo
izraz za matriko U:
U = θΛ−1PNΛ (A.24)
Zaradi enostavnosti se bomo sedaj omejili na primer, ko velja E = 0. V £istem
materialu imamo zvezo E ∝ cos(k), kar pomeni, da bomo v ena£bah vzeli k = π
2
.
Kon£no lahko zapi²emo izraz za povpre£no upornost pri E = 0:










kjer predstavlja ⟨⟩ povpre£enje preko nereda. Determinanto matrike PN lahko pre-
prosto izra£unamo s pomo£jo ena£be (A.5). Velja detPN = g0/gN , kar je neodvisno
od N , saj so posamezne sklopitve gi neodvisne in enako porazdeljene. Pokazati mo-
ramo torej le ²e, da preostali £leni v zgornji ena£bi neomejeno nara²£ajo z N . Iz
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⟨ϵ2⟩⟨g−2⟩)2 + ⟨g2⟩⟨g−2⟩. (A.29)
Cauchy-Schwartzeva neenakost nam da:
⟨g2⟩⟨g−2⟩ ≥ ⟨g2/g2⟩ = 1, (A.30)
kar pomeni, da velja:
λ+ > 1. (A.31)
Upornost skalira na naslednji na£in:
⟨ρ⟩ ∝ λN+ = eN lnλ+ . (A.32)
Ker velja lnλ+ > 0, dobimo eksponento rast upornosti z velikostjo verige ne glede
na jakost nereda, £e je le-ta prisoten. Tako je Andersonova lokalizacija za ta primer
dokazana.
Omenimo ²e zakaj ta izpeljava ne velja za na² primer, kjer imamo v kriti£ni
to£ki pri E = 0 delokalizirano stanje. V tem primeru velja ⟨ϵ2⟩ = 0, ⟨g−2⟩ = ∞.
Prehodna matrika V torej ni dobro denirana in izpeljave ne moremo dokon£ati.
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kjer so sklopitve gi neodvisne, enako porazdeljene naklju£ne spremenljivke. Pokazali
bomo, da v tem primeru gostota stanj v okolici energije E = 0 divergira kot:
ρ(E) ∝ 1|E| log3 |E| . (B.2)





kjer |i⟩ predstavlja stanje, ki je lokalizirano na i-tem mestu verige. Schrödingerjeva
ena£ba se glasi:
ai−1gi−1 + ai+1gi = Eai. (B.4)
Vpeljimo koli£ino ∆i = ai−1gi−1/ai, ki po Schrödingerjevi ena£bi zado²£a ∆i+1 =
g2i /(E − ∆i). Ozna£imo z N(E) deleº stanj z energijo, ki je manj²a od E. Izkaºe
se [20], da je to enako deleºu pozitivnih ∆i, vendar tega tu ne bomo pokazali, saj
je postopek preve£ zapleten. Iz rekurzivne formule za ∆i vidimo, da pri E = 0 ti
po predznaku alternirajo, kar pomeni, da velja N(0) = 0.5. Poglejmo si pozitivne
∆i. Brez izgube splo²nosti lahko trdimo, da bodo ti sodi ∆2i. Iz rekurzivne zveze







+ u2i−2. u2i torej opravljajo naklju£ni sprehod v eni dimenziji,
za katerega velja:






⟩ = ⟨ln g2⟩ − ⟨ln g2⟩ = 0, (B.5)






)2⟩ = 2⟨(ln g2)2⟩ − 2⟨ln g2⟩2 = 2σ2. (B.6)
V zadnji ena£bi smo z σ2 ozna£ili varianco ln g2. Vemo, da naklju£ni sprehodi
ustrezajo difuzijskim procesom [21], v katerih velja za difuzijsko konstanto D zveza
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σ2u(t) = 2Dt. V zgornji ena£bi ima indeks i vlogo £asa, torej imamo D = σ
2/2.








Poglejmo ²e primer, ko energija E ni ni£, vendar je vseeno majhna. Zaradi kiralne
simetrije se lahko omejimo na primer, ko velja E > 0. Rekurzivna ena£ba za sode








1 + (E∆2i−2 − E2)/g22i−2
. (B.8)
V primeru, ko velja E ≪ ∆2i−2 ≪ g22i−2/E, so popravki k primeru E = 0 zanemar-
ljivi. u torej ²e vedno opravlja naklju£ni sprehod, dokler velja lnE ≪ u≪ ln(g2/E),
kjer je g neka tipi£na vrednost sklopitve gi, za katero se bo izkazalo, da ni pomembna.
Ker imamo torej tudi pri neni£elnem E naklju£ni sprehod, lahko tudi ta primer opi-
²emo s prej²njo difuzijsko ena£bo. Poglejmo, kaj se zgodi z u, ko se pribliºujemo
zgornji in spodnji meji lnE in ln(g2/E). To nam bo dalo robne pogoje za difuzijsko
ena£bo. Pri zgornji meji ∆2i−2 ∼ g2/E imenovalec naraste, kar spet zmanj²a ∆2i.
Za naklju£ni sprehod u to pomeni, da je pri umax = ln(g2/E) odbijajo£a bariera.
Pri spodnji meji, ko velja ∆2i−2 ∼ E, £leni ∆2i padajo. Takoj, ko so pod E pa
za£ne veljati ∆2i+1 = g2i/(E−∆2i) > 0. Eden izmed lihih £lenov, ki so bili do sedaj
negativni, torej spremeni predznak. Od tu naprej se proces ponavlja; £leni spet
alternirajo po predznaku, vendar so zdaj lihi tisti, ki so pozitivni, sodi pa negativni.
Zdaj je torej slika razvoja £lenov ∆i naslednja: za£nemo pri vrednosti g2/E, nekaj
£asa padamo (ker smo na za£etku pri odbijajo£i barieri) in se za£nemo naklju£no
sprehajati. Ko pridemo pribliºno na vrednost E, se absorbiramo. Po tem se ta cikel
ponovi, le da se vloge lihih in sodih zamenjajo. Ozna£imo z n̄ povpre£no ²tevilo
potrebnih korakov naklju£nega sprehoda ui, po katerih se kon£a en cikel. Ker ozna-
£uje ui le sode £lene zaporedja ∆i, se bo v zaporedju ∆i v povpre£ju po vsakih 2n̄
korakih pojavil dodaten pozitivni £len. Iz tega sledi, da je relacija za deleº stanj
pod E naslednja:
N(E)−N(0) = N(E)− 0.5 = 1/(2n̄). (B.9)
tevilo n̄ lahko dobimo na naslednji na£in: difuzijsko ena£bo za ϕ opremimo z
robnimi pogoji, ki smo jih izpeljali (bariera pri umax in absorbcija pri umin)
∂ϕ
∂u
|u=umax = 0 (B.10)
ϕ|u=umin = 0 (B.11)
z za£etnim pogojem ϕ(u, 0) = δ(u − umax − ϵ). Ko re²imo difuzijsko ena£bo (na





ki je verjetnost,da ostane u med umin in umax (torej se ne absorbira) po n korakih.
Verjetnost, da se je u v prvih n korakih absorbiral (in da se je cikel kon£al) je torej














Tu smo pri prvem ena£aju uporabili denicijo pri£akovane vrednosti, pri drugem pa
integrirali per partes (robni £leni so ni£, saj seveda velja P (∞) = 0). Re²itev je
n = ln2(g2/E2)/σ2, torej je:
N(E) = 0.5(1 + σ2/(ln(g/E)2)2. (B.14)










E| lnE2|3 . (B.15)
g smo lahko izpustili, saj predstavlja le (kon£no) aditivno konstanto divergirajo£em
imenovalcu.
57
Dodatek B. Izpeljava oblike gostote stanj v kriti£ni to£ki
58
Dodatek C
Preslikava na spinski model XX













ĉ†n,B ĉn,A − ĉ†n,Aĉn,B
)︂
. (C.1)
Zgornji Hamiltonjan lahko prevedemo na spinski model XX s pomo£jo Jordan -
Wignerjeve transformacije [16]:





















































kjer smo v drugi enakosti vpeljali oznako Jn, ki je pogosteje uporabljena, ko imamo
opravka z modelom XX. Velja J2n = 2tn in J2n−1 = 2mn.
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